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Wollgang Ratzinger

Bewelsen und Begriinden im Mathematikunterricht
unter Bericksichtigung verschiedener Exaklhaitsniveaus und Visualisierungsformen.

{. ZuUM BEWEISSEGRIFF

Die Beschafligung mit Beweisen vermillall 2ine [fir
die Mathematik grundlegende wissenschallliche Ver-
fahrenswaisa und Dankvorsiailung, Baweise schainen
sagar iir die Mathematik geradezu typisch zu sein.
Trotzdam {ihren sie in dar Praxis des Malhematikun-
tarrchts an sllgemeinbildenden Schulen aine cher une
isrgeordnele Rolle. Meist wird 2ls Grund fir sdiesan
Umsland angegeben, Ja Sowelse fUr Schiler zu
schwierig seien, GCles scheint zu slimmen, wenn man
dabai vor allem an das Finden von Beweisen denkl,
Ot ist Jedoch sina sehr zingeschrinkle, meist slrenge
vorstellung der Lehrenden vom Bewsisbegrilf die Ur-
sache dal(r. Fir esine sinnvoile Beschafligung mil
Bewelsen schsint 2ine umfassende Sichl dessen, wie
man Beweisen im Unlemricht behandeln kann sowie
ain differenzlertes Verstindnis dessen, was ain Be-
wels  in der  Mathematix ist  und  welche
*Schatlierungen® as davon gibt, nolwendig 2u sein.

(er den Deweisbegrill selbst gibl es derzeil keine
ainheitlichen Yorstellungen. Er hal In der Umgangs-
sprache verschiedene Bedeutungen, in den verschie-
denen Wissenschaiten wird er nicht in gleicher Weise
verwendet, ja sogar Innerhalb der Mathematik ‘¥ird Im
allgemeinen nicht mit einem gindeutig definierten Be-
weisbegrilf gearbeitel.

Dod, v/0 das “Bawelsen” gelemt werden soll {(etwa In
der AHS, aber auch in den Einfuhrungsveranslaliung
der Universitaten), scheint es giinstig zu sain, den
Beweisbegriff noch weiter zu fassen, als in der Fach-
wissenschalt litlich, da auch Fragen einer plddagogi-
schan Lagitimation uad lernpsychologische Ubeda-
sucgen 2 benlcksichligen sind, toda Deweise n
senr Lrlerseiediichen Auzpoigungen auflreten da-
L,

Am Yarsten scnalat dis Situation In der Universitats-
abainatk o ocein, Yer i das i das Baweitens
caistiv enar] aruissen, T8 gadt i Pringdp daenn, ol
aan Sachveitaid gamdl gowisser Standands 1y -
srdndan, Cle Slandards Setratfon nstasonders

i Ausfihelichkail dar Soweisiihnung,

#y Custeilung dor dem Jowels augiundoliegan-

Jan Thaoils,
Satel konnen diaze Standauds silerdings n crarschie-
denen o athemalischan Clsdplinan  unlerseniadiich
ausinian,

Mach alnem Yorschlag von M. Stein! kann man dia
Suimwre aiter mathemalischen "Verginbarungen zum
TJewelsen® 2is inathematisches Seweiskonzapt be-
zeichnen.

Auch In der Schuimathemalik der allgemelnbildenden
Schulen sind solche Standards nolwendig. Hier geo-
niigt es allerdings nicht, allein 2in mathematisches
Sawelskonzapl fastzulegen. Es mul noch zusatziich
Jaraul slngegangen werden,

« aul welche At den Sciitlem “das Dewaelsen® ver-

initteit werden soll,
- e bestimmia Baweise varmillelt werden sollen,
- wie Beweisversiindnis Uberprilil werden soll, usw.

Diese und shnliche Fragen ithren zur Problematik ei-
nes psychologischen Bewelskonzeples.

Bezeichnet man das bel der untemichilichen Behand-
'ung des Beweisens zum Tragen kommende Konzept
als didaktisches Beweiskonzepl, so muB sich dieses
Beweiskonzepl sus der Fastlegung eines mathemali-
schen Deweiskonzeptes und der Fastlegung eines
psychologischen Seweiskonzaptes zusammenselzen.

Mathemalisches -
Bewelskonzepl

Psychologisches
Beweiskonzepl

™~ ~

Didaktisches
Bewelskonzepl

2.  MATHEMATISCHE BEWEISKCONZEPTE

2.1, DIMENSIOMHEN ZUR ERFASSUNG
AATHEMATISCHER BEWEISKONZEATE

i Slain pat 'a elean cben sravdbaten Wark 2in2n

Weg worgeschlagen, i nan mathamatiscia He-

yeiskonzepte miteinander sengizichan Xann, Datol

sind Jia Xongegtionen :um Jinealsan bazlclch ryel-

o Clrnonsionan W unlersuchan:

~ Baziglich dar Suplizithalt sed

- tezighich der Abstraktheil.

e Saplizithalt  olnes  Dewalses yibt an, e
“yoiistandig® 2in Bewels gelflhd isl. Extreme sind 2t
‘ya «die "mathemalisch-logischa Thecrle® alnerseits
Jede Einzaihail siner Thaora wird sindeully lasige-
Tagt) haw. 2ine “richlige Argumentation® andararseils
{23 ‘vird nur mehr cine als richllg angesehens Amue
inontalion angegeben). Viele Boweiskonzepte - 'ns-
vesondera jana, Jle Im sligemainbildenden Schulwe-
sen selavant sind - sind zwischen diesen beiden Ex-
tremen anzusiede!n,
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Ole Abstraktheit sines Bewsises gibl an, wie gro
der Anwendungsberelch der Theorie des BDewslises
ist, alwa, ob sich ein bestimmler Telibarkeilsbeweis
nur aufl ganze Zahlen bezieht oder ob er gleich {Ur In-
tegrtatsiinge gefihd wird, Die Abstrakiheil eines Be-
'velskonzeptes belnhaitel als wesenllichan Bestandieil
dia Aligemelnhait alner bestimmien Theorle.

2.2. DER BEGRIFF DES BEWEISENS AUF
VERSCHIEDENEN EXPUZITHEITS- UND

ABSTRAKTIONSNIVEAUS
Um Beweise beziglich der Begriffe Expllzitheit und
Abslraktheil mitelnander vergleichen zu xOnnen, ist
as gllnstig, aul den beiden Skalen “Explizitheil® und
“Abstrakthoit® diskrele Niveaus zu definleren:

Niveaus auf der Skala "Explizitheit™:

- Das Niveau der mathematisch-logischen Theo-
ris,
Alie Einzelhelten der Theore sind elndeulig fest-
gelegl.

= Das Niveau der mathematischan Theerie.
Die als zentral angesehenen Einzelheilen elner
Theorie sind eindeulig festgelegt,

- Das Niveau der lokal gaordneten Theorle,
Dle zum Fihren bestimmier vorgegebener Be-
weise notwendigen Einzelheilen der Theorie sind
eindeullg lesigelegl.

- Das Niveau der Alltagstheorle,
Die Elnzelheilen der Theode sind nicht eindeutig
fesigelegt, sondermn missen aus dem Konlext er-
schlossen werden,

Niveaus auf der Skala “Abstrakthel(™;

- Abstraktes Niveauy
Alle Begrilfe sind sohr aligemein gehallen und
konnen auf viele Arlen interpretiert werden, daraus
erjitt sich ein groBer Anwendungsbereich.

- Konkretes Niveau
Alle Begrilfe haben elne lastgelegte konkrele Be-
deulung, sle sind daher nur in einem sehr angen
Anwendungsberseich einselzbar,

2.2.1. Das Niveau der mathematisch-

logischen Theorie
Allgemeine Charakleristika des Niveaus der mathe-
malisch-logischen Theorie:

Ein typisches Charakterislikum sines auf diesem Ni-
veau gefihrien Beweises ist sine grdBimdgliche Vor-
aussetzungsiosigkell. Im Extremiall wird deor
"mathemalische Kosmos® bis ins kisinste Delail axpil-
zit angegeben und seine Zusammenselzung aus
kleinsten sprachlichen Partlkeln genau beschrieben,
Der Beweis Isl eln gemiB den Schiuiregeln und
Axiomen exakl durchkonslruieries Gebilde, Es diirfen

Insbesondere kalne Schrifte enthallan seln, die nicht
auigrund der Axiome und Schluiregeln zu rechifertl-
gen sind.

Belsplel 1:

Der Bewels des Assozlalivgeselzes iOr die Addition
nalUdicher Zahlen nach LANDAU? (in alner slwas
wverdnderen Fassung).

Gegeben sel elne Menge N von Cingen, nalldiche
Zahlen genannt, mil den folgenden Elgenschafien,
Axiome genannt;

Axtom 1: 1 ist aine natlrtichs Zahi,

Axlom 2: Zu jedem a gibt ss gonau elne naiddiche
Zahi, die der Nachiolger von a haiGl und mit
8’ bezeichnel werdan moge,

Axiom J: Stelsista’ # 1

Axiom4:Ausa‘=Db’' folgt a=b

Axiom 5: (Induktionsaxlom); Es sel M aine Menge na-
tidticher Zahlen mil den Elgenschalten:
1) 1 geho zu M,
2) Wenn a zu M gehdd, s0 gehdnt auch »*
WM,
Dann umfatt M alle natldichen Zahlen,

Satz 1:

Vag Narb = a'2d

Bewels:

indireki: Ware 8’ = 1’ 50 wire nach Axiom 4
a=h

Salz 2:

Vae Naua

Bewels:
SelM=(ala'»a)
1) 1 e M, denn nach Axiom 1 und Axlom 3 gilt: 1'# 1§
2) Wenns e M, d.h,a’'»a
dann gitt nach Salz §: {a")’ » 2’
d.h, a's M.
Aus 1) und 2) lolgt daher nach Axiom 5: M = N,

Salz 3:

YasN:Istaeal, zoQil2seinue Nmil 2wy
(d.h. Jede natudiche Zahl a « 1 hat elnen “Vorgan-
ger’).

Bewels:
SeiM=(t)ufasN|Jua N a=u) (Bem.: ant
nach Axiom 3)
1) 1 « M aulgrund der obigen Fastlegung
2) aeM, dh esgibleinumitas o
dann {olgl nach Axiom 2: a' = (u)'
daher gilt also auch; a'e M
Nach Axlom 5 gill also: M = N,
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Satz 4:
Jedem Zahlenpaar {a,b) ¢ NxN {adt sich ganau eine
natdriche Zahl a+b 350 zuordnan, dag

1) a+t = g filr jedes a,

2) a+b' = (5+b)’ {Ur Jedes a und Jedes b,
{Cafinition 1: a+b heill die Summe von aund b brw,
die durch Addition von b zu a snislehende Zahl).

Bownls:

u) Zuarst zslgen wir, daB es zu jedem {esten a
ndchstans aine Mbgiichkail gitt, a+h so0 zu dafi-
Maran, dag
Aty = 3" und
ith' = {ard)’ {fiir jadas b,

Salan giwa ny, und my, Twsl natidiche Zahlen, die
{dr aila 0 delintad sind und {Ur die gill;

(Hng=a" und m; =3’

(2) ny = ()" und my = (my) firjedesbe N

SelM=ibe N|n =m,)
1) 14 M, dan;=a' und my = a und daher n, =
m
2) W‘ann be M,dh. ng=m,
dann gilt nach Axiom 2:
()’ = (my)’
und nach (2): ny, = (n)' = (My)* = my,
##s0 gilt auch: ' ¢ M
£s ist daher M = N,

$) Andererseits wollen wir nun xeigen, dal as zu jo-
dem a mindestans a2ine Mdglichkell gitk, a+b 30
zu definleren, dall
a+l =g und
a+h' = (a+b)' {Ur Jedes b;

Sai M die Mengae aller a, zu derien as alne solche

Maglichkeit oibt. '

1) Wenn a=1, dann 213 G+b = b die gewllnsch-
12 Dedingung, denn selzt man in die Bedingung
1D @ Y e b die Zahl 1 2in, 50 arhdlt man
e 0
cach Aviom 2 58 40w 8" Mala 3 )
ad 2ot el 2 gt

Said anan in e Bediogung ath e B Oir D osle
LA ey ahBitaren a0’ 2Ly

B Rt L

SRR R3]

Wy sy

nend oty 380 e (nehy

il eransnelzoy
S Axdom 2

epltdabon U M,

7y a2y« M, dub, a8 gitt mindastans 2l ab il
el et und
ard = {a+b)° G jodash,

dann 210 a’+b = (a+d)’
die gewlinschis Bedingung bel a°, denn

selzl man in a’+b = (a+b)* {(ir b dle Zahl 1 =in,
so arhdit man: a'+1 = (a+1)'
AuBerdem gilt;

a+i' =y

(as1) = (a)'

und somil: a'+1 = (a7’

laut Vorausselzung
nach Axiom 2

Salzt manin a'+b = (a+b) {{r b die Zahl b’ sin,
30 arhdlt man; a'+b’ = (a+b)’

AuBlerdem giil:

a+b' = (a+h)' iaul Vorausselzung
(3+0)' = ((a+b)?)’ nach Axiom 2
und, da (a+h)' = a'+h

{{ash)) = (a'rD)’ aach Axiom 2

und semit: a’+b' = (a'+b?)"
Esgilt also auch: 4° ¢ M.
Somltgilt; M= N
Salz 5: (Assoziativgeselz der Addition)
¥ a,b,c ¢ N: (atb)+c = a+(b+¢)
Bewasis:
Selen a und b belleblg aus N, dann aber fast und sel
M={ce N | (arb)+c = a+(b+c)).

1) 1 € M, denn

(a*h)+1 = (asd)" nach Satz 4
(a+h) = a+b’ nach Salz 4
ath’' = a+(b+1) nach Satz 4

also: (a+b)+1 = a+(b+1)

2) Istce M, dh. (atb)+c = a+(b+c), dann gilt;

(atb)+c’ = ((atb)+c) nach Salz 4
(a+b)*+c = gr(béc) laut Voraussetzung
((a+b)+c)' = {a+{b+c)) Jdach Axiom 2
{a+(b+c)) = a+(b+c) nach Salz 4

at(b+c) = a+(bec)
Al50 (a+b)rc’ & a+(b+¢)
und somil gilt auch: €'« M.

pach Salz 4

25 sl danar JA s N,

Semerkong: 033 absteakia Ny=au Jdar masthama-
Lochetngischan Theorda  wch  dds Toarial-iogisora
Transts Bagsicheat) 2aicrnal sleh Joduceh aus, o
wieh poch i nlautien {ngischan) Sonludragelin ane
Jaceten wentan, Chne Sleigansrqg das fogmalan Aufs
2aus von Landay o diegam Sinae Konuvt stwa vor in;
SRAMITZ, O, "Matural Oeduction, A Preof-Theor st
cal Study®, Stockhoin, Sdleborg, Lppsala 14635,
TROELSTRA, AS.: "Melamathamatical investigation
2f intuitionistie 2:ahmetis and Aaalysis®. dadin, Hak
“ulberg, New York 1971,
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2.2.2. Das Niveau der mathematischen

Theoris
Allgemeine Charakleristiika des Niveaus der mathe-
matischen Thecrie:
Mathematische Theorien stellen wis mathematisch-
logischa Theorien sigenstandige Gebilde dar, die den
sinzeinen In hr geldhiten Dowuisen vorgaordnet sind.
Im Gegensatz zur mathematisch-logischen Theorle Ist
»ina mathematische Theorie jedoch iblicherwaise nur
in sinem alngeschrinklen Deraich volistandig und
axpllzit, Nur Jie als zentral {Ur dle Theora-Entwick-
'ung angesehenan Bagriffe, Axiome und Zeweistaile
wenden  alnwandlrel beschrdeben, Alles, was fir
“nathemalisches Allgemeinwissen " gehallen wind,
¥ird als “bekannt vorausgesetzl™,

- Die Sprache slitzt sich stets auf zine als bereits

gegeben angesehene °“Grundsprache® der Ce-
inainschafl aller Mathematiker,
Begrilte, bel denen Konsens baeziglich ‘hrer Be-
deutung vermutet wird, werden nicht mehr explizit
erkia, sondem einfach bel Bedarf benitztl. lhre
Bedeutung ergibl sich also Implizil aus der Ant
ihrer Verwendung. £s werden nur solche Begrilfe
axplizit angegeben (und ggf. definiert), die {ir die
iaweillge Theorle wichtig und “neu” sind. Diese De-
grifte werden allerdings volislidndig angegaben.

. Eswerden nur solche Axiome und Definitionen an-
Jegeben, die fir den Aulbau der jeweiligen Theo-
de wichtig sind, disse jedoch vollzahlig. Logische
Axiome werden l.a. nichl angegeben, sondem als
bekannt vorausgeselzl.

« el den SchluCregaln wird auf einen Yomral ailge-
smein akzeptiertar SchluBregeln rurickgegriffen.
Juder Schiuft muB Jedoch formal korrekl sein .

- el den Beowelsen stitzt man sich auf 2inen Kon-
sans untar dan Malhematikam Ober die Castall ai-
;05 worraklen Sowelses (20 ol otwa dia Jownis
cut sea allgemainan Adomen der Thesrds oder
R carsils newissenan SMITen Gutgeoun) s
sarden olchl alle Bewsisschritly axaid wod sl
Adrdlg aulgaschdeben, Allenlings wird vorausge-
welzl, jal alls “Ldcken™ pdnziploll ymt Dalbeimia.
seehy korraklon Schidssen g5l werdan ianen.,

Jaisolel 22
Dar Bewels des Assozialivgeselzes der Addition ¢an-
:e¢ 2 ahien nach einem Konzapt von R. Strehl3,

Dafinition {2

Zwel geoirdnele Paara (w/b) und {chi) aus MxN heilian
aquivalent (nach der UTilferanzanglsichhell), wonn
atd = hee,

{ad) m {/d) > a+d @ biC

Satz 6:
Die Relation = Ist eine Aquivalenzralation, d.h. sle ist
raflexiv, symimelrisch und {ransitiv.

Dawaeis;
(1) roflexiv:
{(w/b) = (ab) , weill a+b = b+a
{2) symmatrisch:
{(3b) w (c/d) & at+d=hic =
<> ctbmdra o (dJd) =~ (ad)
{3) transitiv:
Sol (b)Y s (d) A {edd) = {2/1)
dann |st nach Cefinition 1:
At = HeC A CH{ m e
> (atd)+{c+) = (b+c)+(d+e) Yy
&> (ath+(d+c) = (bre)+(ctd)
> A+ = he
5 (a/h) = (a/l)
(") (hier warden anlsprechends Eigenschallen der na-
iUrtichen Zahlen verwendel)

nach Definition 1

nach Definition 1

Da also die Relation » 2lne Aquivalenzralation Ist, lie-
fert sie eine Klasseneinleilung von NxN, Die Menge
aller deradigen Klassen heill Menge Z deor ganzan
Zahlen.

Ceflnition 2:

faibl:m ((dy) | (Wy)e NxN a (uy) = (aib))

Die Menge aller dieser Klassen heill Menge Z der
ganzen Zahlen.

Definition 3: (Celinitlon der Addition)
[a/b) ® [c/d] := [a+c/bed]

Sala T:
Die durch obige Delinition erkidrle Addition ist unab-
hdngig von der Auswahl der Repridsentanten.

Dewels:
?Qi !3‘{b11 - {32/!)-2] A (c‘idd 2 {Cajdz],
dann qul:
3Dy B DRy A Cytdy T b, pach Cenmition
“a @y rhg) v (3yrdy) ® By 2a,) » iy ey W7
> i_;]11 m!} @ qjh?4~:§,£) 3 (b‘ Hi,) > {::;2 ) "
w3 [ay 0Dy ] fagreybatda]  nach Cafiadion
s A D ey laghaf B e /d

cach Datinition 3

(Y fAnwandung  antsprochendar Sigenschallan doar
natirtichen Zahlen)

Nalz 3:
Ole Additton In Z st assozially,

Neyis;

Jarb] D/l m(e/l] {a+ebrdid{eii]
n {{asc)ra/(hrd)+1)
* {av(cra)bs{d+n)
= [abj@{cte/d+]

nach Caflniticn 3
aach Caflnltion 2
Assoziativgeselz in N
nach Calinition 3
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= [a/b]@([c/d])D{e/) nach Definition 3

Diskussion des dargesteliten Vorgehans:

- Uie iir die Bewels{Uhrung zaniralen Begrilfe wer-
den ainwandirel definied, otwa dis Aquivalenz
zweler Zahlenpaare, die Aquivalenzklassen und
die Addilion ganzsr Zahlen, £s werden allerdings
nur die "nauan® Begriffa dafiniert. Die Kenntnis der
Duogriffe reflexly, symmetrsch, {ransitiv, Xlassen-
dinteilung urd assozialiv wird vorausgesatzl.

~ Auch «ia zeniralen 3S3tze werden bewdaesen, vor
allem die Satzs 3 und 8, ‘wobal sich die Dowsaise
wf Sefinitionan oder Dersits hbewlesens Jalze
stitzen, Es werden allerdings nicht mehr alle ver-
wendalen Salze bewlesen, atwa dle verwendatien
Silze (ber Eigenschailen nalddicher Zahien, Es
werden auch nichl alle Beweisschrilte axaki und
volistdndig aufgeschrieten, slwa bel der Umlor-
huag:

(avd)+(ceN=(brc)+(d+e) e (atN)+(d+c)=(D+e)+(ctd)

Diese “Bewsislicke” kann allerdings bel Bedarf
mil korreklen Schiissen gelilll werden,

2.2.3. Das Niveau der lokal geordneten
Theorie

Allgemeine Charakleristika des Niveaus der lokal ge-

ordnelen Theorle:

Im Gegensatz zur mathemalischen Theorle, bei der

zentrale Begrilfe, Axiome, Definilionen, SchiuBregeln

und Beweise noch axakl gofall wurden, steht bei der

jokal geordnetls Theorie nur mehr cin daweis oder ai-

ne Reihe von Bewelsen im Yordergrund,

Baispiel I:

Given a positive ‘nleger n>J3. Prove, thal the leas!
common mulliple of (ha croduets Xy ... 0 k2 1),
viwsd  facteis o aa positva Ltegers anh
Sy Xy P Ay Pt ay S 1, S s ihan alt

Qawals:

Me cropose 10 peova it G jeast comman uiilgle
1 e nuinbers ia Juestion is

r)‘
H,J;-]
} td
3
whare the groduct s extanded over all primas.
Apglying LEGENGORES well-xnown fommnula

f'tl,[ *,}

nl = I—Ip"j

P
lo ihal result, we readily oblain the solution of our

problem. (Namely, for n>3, [_nz_] 2 1).
D

Take an arbitrary produd x,'Xy...%,, an arbitrary
prime p and lel p* |, A —~(p™*' )

k
Evidentlly, z p™ < n and by the inequalily p* 2 ap

il

‘¥9 have
_k k

pya, s, L. }:a,s[i‘-]
a1 " ?

Hance it {ollows that the exponant of an arbilrary p

does nol exceed [_"1] in any produdl. But there exis!s a
product In which the exponent of p Is axacily {E] this

Is appareit by choosing k = [%] and x,= X ®.,.= = 0,

Hence, the least common mulliple of the produd in

question s indeed n pI‘; ] .
?

Diskussion ¢es dargasteliten Yorgehans

- Die Sprache stiizl sich hier aufl die Sprache einer
speziellen jnathematischen Theorie, Eine genaue
Explikation der verwendeten Begriffe bzw. dar zu-
lassigen Ausdnicke unlerbleibl, So wind atwa an-
aanoramen, dal die Symbole {dr dio Summen-
s Pesduiibildung, cowde das Symbol e e
saxiammeiunikiion tekaont {51 und von ailen
Lesarn i glelicher Al verstanden wind, Aueidsin
“wird yoesusgeselzt, dad in der Formal

2
allen Lasem Xar isl, swicha Bedautung dle rel
Puikie ... !m Exponenten besitzen, £ine genausre
Eikidrung dar Eiganschaft dieses Exponenten,
Admlich, a8

1) In den Ausdricken [;]. [-}] dis Polenzen von
L 4

p mil der Folge der natdiichen Zahlen wachsan
sollen und
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2) keln olzter Summand Jleser Raine angegeben

werdan braucht, well dle Ausdricke ¥an

o
)
alnem bestimmlan s in {ndmilich, wenn $*>n)
ohnehin gleich Null sind, fahit.

- Eswerdan kelns Axiome angegeben. implizit sind
sile scichen Aussagen Axiome, die iiir einen spae-
slollan Aewels “wilikios® {(well “inhaitlich Ylar)
ubemommaean werdan. S0 macht <dar obon anga-
jihiten Jewels pwel implizils Yoraussatzungan:

1.) die Mweil-known” Formel von LEGENDRE

ATERR
S

1]
wobsl p alls Primzahlan durchiduit,
2.) Die Ungleichung p® 2 ap fir o & N und p prim.

- Eswerdan nur fle unbedingt nolwendigen Begriffs
axplizit definierl, Cabel bedeutel "Deflniersn® nicht
Immer 2in "Celinlaren im mathematischen Sinne®,
sondem 8s kann auch (aul xonkretem Abslrakii-
onsnivaau) aine “Definilion® gegeben wenden, die
aus mehreren Beisplelen rum Intendlerden Begrifl
besteht {elwa Definilion des grdBlen gemeinsa-
men Teilers zweler ganzer Zahlen aus Beispielsn),

- MNeben den jogisch komeklan Schilssen xdnnen
auch soiche beuristisciier At vorkommen. Es isi
dankbar, dall aus ainigen konkrelen Beispielen aul
alne groBare Cesamtheil geschiossen wird, wie
dies slwa bel der "unvoilstindigen induklion® der
Fall Ist.

- Z3 gibl kelne axplizite jormale Fastiegung, welche
speachlichen Gebilde Jeweize sind und welche
nichl, Ole 0r die *ideas” salavanien Schrilte werden
rolaliv axakl Cewlasen, Sachverhaile, die ilchl 'm
faotnum des ivlerasses dahian, kinnen nowiie
a0 olaihen,

2,24, Cas Mivaau dar Alltagsthaoria
Aligzmotnd Charmiladalixa Jes civaaus Gur ailagse

hecelal

« e Jneache =m ailgerneison Jig Vinganigesurae
cna, aivgereicned mil den fir die jswellige £ro-
Sismistadupg ypischan und rolevarien 2egrition
“iwa e Jeqgrife “durchgarogasan Vasbirdungs-
inle” cder "sldchilants Varkindungsiiolen® m 3aie
spaal 4).

. axloma ‘werden rlehi direkt angegeteon. 'm Pro-
slem slocken allerdings hauflg Gourdannaitwnen,
-Jia 14, stiilschwelgsnd baniitzt werden,

- Ueflnitionen kommen La. nichl vor. Cle Begiilfe

antstammen ainer probiemiypischen Umgangs.
sprache, Es wird angenommen, dall alle ange-
sprochenen Parlner diese beharnrschen,

- Schluflregein werden axplizit nicht angegeben.
implizit werden neben iogisch xomreklen zuch
manchmal heudstische Schlilsse verwandet,

- "Beweisa® stellen sich als Folge umgangssprachll-
char Argumenlationsschiilla Jar. Unzuidssiq sind
solche Aaweise, -lia speziallen Beodingungan des
Problems vaidelzan edar nachwaisiich laische Yur-
aussatzungan senulzen,

Balsplai 4:

Zwel Pasonen xeanen sich, wann jeder Jen andderan
onnl, Apderniails woilen wir 5agen, dad sie sich nichi
rennen,

£s werde 2ine Leilebige Menge von sechs Parsonan
nerausgegiiffen, Man zeiga, dald unter {hnen drei vor-
xommaen, die sich gegensaitig kennen oder dral, dis
sich gegenseitig nicht kennen.?

Bewels:

Wir denken uns die sechs Personen durch sachs
Punkte veranschaulichl. Wenn sich zwel Personen
kXennen, dann wollen wir die
rwei Punkle durch gine i, v
durchgezogene Linie verbin- pd

an (wie z.B8. F und D). Wenn 4

wwel Personen sich  nicht ’ *€
wennen, dann verbinden wir ’
die rwel Punkia durch zine /
slrichlierte Linie {wle 2.B. A . :
und ).,

&5 ist nun leder Punkl mil ledem andersn aniweder
it 2iner durchgezcganan olar il ziner stichiiadan
Linde gu wabindan, Oncel (st 2w 73'gan, dald anier don
aptstabendan Draiackan wiweder 3y Dok 2us
Taular Uurchgazeqenen ccar un Drxiaek sus Ciudar
svichiferon Linign antslond,

o e lerocachs Punkie p N
caben Nl Marbindungstinien | :
s, Unier desen Dinf erdin-
gurgshoien Giol 13 mindesiers
drel o gtaichan AU {viso
SWeCer G GRICGRN R
sArlehlia,

.

R

Gitbe a5 2Mmiich %elne drei Linian jar qisichan A,
Ai%0 hidchstans rwsl, Jdann weiven neler digsen Yors
auszetzungen hichstens visr (2:2) YVarblndungsinion
moglich. Ol {dafta Verbindungslinie wilrde Jann sine
dritta Yarbindungslinie der glaichen Art arzeugea,

Cle drsl Linlen der gleichen Ad {(n Jer Zsichnung
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rechls durchgezogen) enden in den Endpunklen eines

Orelecks (hier B,D,E). Nun
mul man die Punkle B und E
mit  einer slrichlierten Linie
varbinden, da man sonst ein
Dreleck aus durchgezogenen
Linlen arhalt (A,B.E). Analog
mull man E und D mil einer

strichlierten Linie verbinden.

Verbindel man nun B und D
it einer sirichlieten Linie,
z0 e/hill man ein Dreieck
aus  stdchlieden  Verbin-
dungslinien (8,D,E), ver-
bindet man B und D jedoch
mil alner durchgezogenan
Linle, so0 arhdl!t man ein Draieck aus durchgezogenen
Verbindungslinlen (A,8,0).

2.2.5. Beispiele zur Dimension
“Abstraktheit™ auf dem Niveau

mathematischer Theorie
Deisplel {ir die Behandlung des euklidischen Aljo-
silhmus aul abstraktem Niveau nach HORNFECK:S

Daisplel 5:

Es sel E ein euklidischer Ring’ mit der Wertfunktion
w. Wir wollen elnen ggT zweler von Null verschiede-
ner Elemente a,.a, ¢« E ermilteln, Wir bilden:

w(a,) > w(ay)
w(a,y) > w(a,)

w(a ) > w(a, )

8;=qa; ¢+ 3,

8y * Qa3 % 3y

30t ™ Q13 ¥ B
'am = qmamﬂ

Dabel ist a,,,, der letzte nichl verschwindende Divisi-
onsrest. Da w(a,) > w(ay) > w(a ) > w(ag) >+, komml
der Prozel nach sndlich vislen Schritlen zum Still-
sland,

Behauplung: a,,,¢ 3t 8in ggT der Elamente a, und a,.

Dawels:

1) Wir z2igan 2uerst, dal a,,, ¢in Teller von a, und
Aq st
A%ss dar letzten Zeile folgt a,,,, |, In der vorletz-
ian Zeile kaan man also rechts a,,, harausheben
und ethalt a ., la., ;. Mun kann man auch in der
Jrittletzten Zeile rechls a,,, herausheben und in
diaser ‘Walse lorfahren, 0is man schiiellich 2rhail;
Faet I aund a, iai'

2) Sel d ain Tuiler von a, und a5, 50 bleibl zu zeigen:
d ' Bnete
Da ay = a, - q,;a, und d rechls herausgehoben
werden kann, gill also: d |a,. Aus der umgeform-
ten rweiten Zalie a, = », - q,a, foigl, daB d |a,.

Als nachstes ergibt sich d | ag, schlieglich d | ay,,.

Deisplel {Or die Behandlung das euklidischen Algo-
rithmus auf konkretem Niveaud :

Deispiel 6:
Gesucht ist der ggT von 1632 und 833, Man geht fol-
gendermalen vor.

1632:833=1 1532 = 333-1 + 799 4)]
799

833:799=1 333=799-1+ 4 (2)
M

799:34 223 799 = 34-23+ 17 3)
17

3417 =2 M4 =172 40 )
0

Sobald 0 als Rest auflritt, brcht das Verfahren ab,
Der lstzte Rest » 0 (in unserem Falle 17) Ist der ggT.,
denn:

a) 17 ist ein gemeinsamer Teiler von 833 und 1632,
da 17 nach (4) in 34 enthaiten Ist, nach (3) auch in
799, nach (2) auch in 833 und nach (1) auch In
1632,

b) 17 ist aber auch der gri8te gemeinsame Teiler,
da Jeder gemeinsame Teller von 16832 und 833
nach (1) auch In 799 enthallen Ist, nach (2) auch In
34 und nach (3) auch in 17.

Selen nun a und b positive ganze Zahlen:

Allgemeine Darstellung durch
Beschreibung: Gleichungen:

B:b=q a =q;b+r ()
fy

birg=ay D omayrtn &)
2

frify 4y fl =yfthy @)
fy

faify ®qy Ta ®qQurytiy, “)
fa

M2t iy * % g *Ofeq * 0 ®
fx

fmo DTk = ey g ® Oyl * 0 fee)

Dab>ry>ry> ... > 1, mul ginmal der Rest 0 auflre-
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ten, 4.h. das Verfahren bricht nach 2ndlich vielen
Schrilten ab (in unserem Fall nach k+1 Schritten).
Wir wellon nun bewelsen, dag r, der ggT von aund b
1st, d.h. wir wollen zeigen, da@ a und b Vielfache von
, sind und da keine groGere Zahl als r, Taller s0-
wohl von a als auch von b ist.

k1) = 16y

®) = laa

@) = nln

@ =l

) =>rlb

1) =rqla

also Ist 7, tatsachlich sin Teiler von a und von b.

Mehmen wir nun an, alne posilive ganze Zahl d telle a
und b,

Nach (1) teilt dann d auch ry, nach (2) dann auch ry,
inach (3) auch ry, ... und schiieBlich nach (k) auch r,.
Jeder gemelnsame Teiler von a und b ist also ein
Teller von r,. Es kann daher d nicht groGer als r, sein,
Also ist r, der grolte gemeinsame Teiler von a und b,

Olskussion des dargestelllen Vorgehens.

Gie Konkretheil zelgt sich an drel Aspeklen:

1. Durch das zunichst durchgerechnete Zahlenbel-
spiel wird der Bezug des Algorithmus zu konkrelen
Rechenprozessen der Zahlentheorie hergestaill,

2. Der Nachweis des Satzes erfolgt zunachsi an ol
nem Belspiel, das Jedoch alle Zdge eines volistin-
digen Beweises tragt.?

3. Der Bewels arbeitel mit der Elgenschaft des gaT
ais gemelivsamar Teller, dor von ien uoderan
gemeinsamen Teilern gelaill wird.

2.2.5. Seispiele zur Dimension
= Abstraktheit” auf dem Nivaau

‘okal geordnsiar Theoris
S arnonstration am nigerdan Jaispial:
Baispial 72
Tin Zusammentang zwischen dem ggT und dem koY
waier paticicher Zahien:

saien 3 und » owel nalildiche Zahlen wnd salen

-» L]
ami Ip," und bxnp:‘ die kanonischen Zarlegun-
(] =1

gen der belden Zahlen, dann ist (a.b)-np:'“""m

=1
der grétle gemeinsame Teiler von a und D und

!a.bl‘ﬂpi"("” das kleinste gemeinsame Vielfa-
i=1
che von a und b,

Behauptung: Zwischen dlesen beiden GroGen git
die Beziehung: (a,b)-[a,b] = a-b

1) Bewels dieser Behauplung auf einem abstrakten
Miveau:

= T (s )
(@.by{ab] = [ Ty ¥ e =
o) 1
= e (e \) = wnx(ag fy) s minay N)
aﬂp‘ 'ﬂ\?_p. @ydh ,ﬂp' L 23D
X 1=t

2) Seweis dieser Behauplung auf zinem konkreten
Niveau:

Sel a= 720=2222335

und b= 2646 = 2-3-3-3-7-7

Dabelist  (720,2646) = 2-3-3

und [720,2646] = 2222333577

Nun Ist unmittelbar einzusehen, dal

(720,2646)-(720,2646] = 2.3.3 - 2:2222:3-3:3:577
=2222335 233377
= 720-2648

Eine Argumeniation mit konkrelen Zahien, die
unmilltelbar veraligemeinart worden kann, kdnnle
elwa so lauten:

. Zur Beslimmung das ggT10 der Zahlen 720 urd
2646 muitipliziedd man die Prmiakioren init 43¢
~geringeren Haufigkeil” miteinander {im obigen
Deispiel fett gedruckt).

. Zur Bestimmung des kg1 Ger Zabian 720 und
7648 multipliziert man die Priinfakioren il et
“groBeren Haufigkeit™ miteipander M RBLE
Baispiel normal gedruckl).

. el man vun das Produkt us T ind gV,
30 ¥ommen in diasem Produkl tie Frlmiakionn
sowohl mil ihrer “ganngecan®, 4is aucl el LRI g
“rdReren” H4ufigksil vor, Cas orodukl 20thidd
daher sowohl aile Primiakloren vun 720 4is
auch alle Primfakloren von i348. Dieses f"m-
doki entspricht somit dem Produkl der nekisn
Zahlen 720 und 26486,

2.3. ZUSAMMENFA3SUNG

AbschiiaBend kann der Versuch ynlemommean wef-
den, dle bisher vorgesteliten Beweiskonzeple bezig-
lich der Dimensionen Expiizitheit und Abstraktheil
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milelnander zu  vergleichen und n 2inem
*Koordinalensysiem® Ubersichtlich darzusieilen. Na-
tiidich gestaltel diases Koordinatensystam kaina ab-
soluten Einordrungan durch wohldefinierts Kriterien,
Eine Elnordinung 2inar Theode oder aines Bowelses
isl immer nur relaliv zu einer anderen bersils singe-
ordneien méqglich. Die Lage der arwdhnien Belspiale
in Koordinatensystem Xann daher nur als ungelfihre
Laga bezeichnel werden,

/N
f‘,:" B
Trsorle
T
| deisplel2 |
vvdh, ——
B (sma—j =D

ool (aehpua]

rea | [(Ber1r ) (a7 () )

AMagse-

konkret abetrakd

N

do BEMERKUNGEM ZU DIDAKTISCHEN
BEWEISKOMNZEPTEN

3.3, FORMEN OES SBEGRUNDENS

Jicteny Schillem zind als Falga thear sonstioan Sifah.
AwgE et spedfische Vomran des Unapnileas
swhoPmieaans, wia o sia o mathematizone  fleavesa
asteboa, c b dly Gerpr] Sia avepden A s badiis.
S0y odar R wngamassen nepfupden, Dagdihere bin.
s {nistan vizlen Schilem actwraendiga Qualitikatio-
sy I Sernaolistersa urd lodgischen Schiiean, Aan
softa datar Im vonsabsersddran Schelunlesdchl reing
a4 oceden Sraadungaen ansichilich der Mogiichkaiten
SaGen, gn Zohtiam veliraichende Flihigkeden
Borewchie dys Sowsisens zu vermitizin, Cles belagen
e Unlarsuchungen von Schupo'? v Leppigh),
Wor gan dlinlargrund soicner Unlersuchungsengebnis-
8 stellt sich neben dor Fraga fach den Ursachen
Soser qerngen Eifclgsquole aber auch die Frage, in
walcham  Ausmald  mpdlere  Labanssiluaiionen von
‘Michtmathematikam” die Deschalligung mil sher
Iachspezilischen Formen des Begrindens nolwendig
machen, Fdr viele Schiler ist Mathemalik ein Fach
neben vielen anderen, in denen auch andere Formen

slas Begrindsns akzaplied werden, als in der Mathe-
matik dblich, atwa in den Nalurwissenschaflan, in der
Philosophie oder im Religlonsunlemichl.

Solche varschiedenartigen Formen Jas Begrindens,
mil danen Schiler Im Laufa fhrar Schulzeit koniron-
liad seln kdnnen, sind etwa:l¢

- Jerufung auf aina Auloritat
Elwa der Hinwels aul zlnen entsprechendan Text
in ainem Fachbuch,

- Dedulkdives Schiielen
doh, SRfithran von Aussagan, dla ais dehtig ange-
zahan werdan und doran Richtigkeil hinreichend
fir gis Richligkeil der zu Coweisendan Aussage
sind,

- Redukilves SchlieBen
d.h, Anfidhren von Folgerungen aus der zu bewoi-
senden Aussage A, die als richtlg angesehen wer-
don, deren Richligkail aber nicht hinreichend liir
die Richiigkait von A sind,

- induklives Schilefien
d.h, aus der Yarifizierung einer Aussage an einzel-
nen Elamenien siner Mange wird auf die Giltigkeit
dieser Aussage [Ur slle Clamente Jieser Menga
geschlossen,

- Anfdhren von Aussagen, die als richlig angesehen
werden und daren Richligkeil in einem gewissen,
nicht dedukliven Zusammaenhang mit der Richtig-
keil der 2y beweisenden Aussage stehen (z.8.
Analogleschiusse cder YWahrschelnlichkeilsaussa-

gen).

i naluradssenschatllichen Unterrichisffichem {amen
Schuler induklive und reduktive Schlullwvelsen kon-
a8n. S0 weden ebya natursssanschaflliche Gesetza
Baufig durch Expedmanta “tawlasan®, dia diese Sa-
selza in Slazeiffilan hastiligen (nduidivas Schliefion)
oddar s iy it

Senhary ol e, s daran Hardiid
surg el aHae Riniligielt Car Thgons Quschioszan vivd
feadulives Schiiaten),

L simsenschalichan Mathematix sied Dirgogen

fast durcteregs o ledueiiivg Dagitinduntgon e
kannt, Zire OJwmschrdnicmg sul diesa Form ddas Ua-
syiindans 4nd damit verbundan aine Yamilthmg rvelte
reichendar Guvalifikalicnen Jdas jommaian daweisans
im Mathematikunterricht J431 sich ailesdings arzfe-
hurgswissenschaitlich  nicht  rechiietigan  {darauf
werda jch im foigenden nach naher aingehen) und
*,chal'x;t auch nleht (siehe aben) 50 leicht aalchbar zu
seln.
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3.2. DEDUKTMISTISCHER ODER

HEURISTISCHER ZUGANG?

Jaweisa im Schuluntaricht, die sich aul dem Niveau
siner mathematisch-logischen oder siner mathamati-
schen Theorie befinden und aach der Euklidischen
Methodenlehra strang dedukiiv ablaufen, “verden seit
qeraumer Zeil in jhrer dJidaklischen Sinnhaitigkait
stark kritislert, Lakatos'd hezeichnel Jiesen 3SUl, der
mit siner sorglallig zusammengesluillen Liste von
Axiomen, HilfssMzan und Ceiinitionen beginnt, denen
Aann In somiiliger ‘Wortwahl Jdie 5atze und jenen
Jann <dla 2.oweise olgen, sis "dadukilvistischen Sul”,
{.akatos kritisiert, 4ad die Axioma und Cefinitionen
haullg gekinstell und gelelmnisvoll vaoraickall ar-
schelnan, Mlamals wvird milgeletil, wie diesa Varsick-
lungen zusiandekamen, Die Satze sind melsl beladen
it umstandlichen Sedingungen, wobel es unimdglich
arscheint, da@ irgendjemand sia 2malen hat.

Beim daduktivistischen Siil pach dem ESuklidischen
Ritual werdan die Schilier praktisch verpflichlel, ciner
Darbletung aines Zauberkunsisiickes btelzuwohnen.
Alla Aussagen sind 'wahr, sdmiliche Schiilsse sind
5iltlg. Die Mathemalik wird als dauemd wachsende
Menge awiger, unverdndedicher YWahiheilen dame-
stelit. Gagenbeispiele, Wideriegungen oder Krilik kdn-
nen xaum hereinbrechen. Durch die Elgenad, mil
monslersparranden und boweiserzeuglen Delinitionen
und mit dem voil sntialtelen Satz zu beginnen, unter-
drilckt man urspringliche Vermutungen, Widerle-
gungsversuche und die Krilik des Beweises und si-
chert dadurch dem Unlerrichtsgegenstand einen au.
1oditaren Anslich, Dar deduklivistischa Slil verbirgt
den Kampf und das Abenleuer, Die Handlung ver-
schwindsl, "Die aulsinandadsigenden tasianden For-
mulisrungen des Satzes 'm Vadaul das Bawisvar-
{ihrens sind der Vargessenheil anhelm gegeben,
ashrend dam Endergebnis «de hohen Weihen dar
Unlehibarkeit verichen werden,® Abntiche Voradida
shebt Lakalos fbdgens auch  gegeniiber <deam
“edaliuistischen® St der Malurdssenzchailan,

Seloie Sitikon an der Ad das Vannilaing s i
coad i chabsaatisinieicht i sl suf Lo .‘f‘«!-
.mu dn‘iu‘wlﬁﬂ‘fﬂ cescihankl und N ’w*n Hen n
' st " adis (‘"i—"' ff “' £ 0305,
Hiw 13 ‘m&sl,»‘:m'r}m..:ls 4in, 08 siails che Ninse
aehailswerstdidiis Jon sner Wissanschad 185 lafle
s o0 wabran (heoramen Gtar luen Dastintilan
Seipansiavdstersich cohsial o Jdor TWsianzcoads
Hacha Gosmoil i celin ud Ceicit smam Ainsens
ehatisvacsiSodnis, in dem Wisseaschait el ¥s ein
Jasior Sestand dvarbedetsr Sodonivnissy oadgalali
CAnd, condam i dya*amiwmr Prozed, in fiosan Jy-
ammenhang seian Aeiten von K. Poppert? ed
1, Lakatos'® arwahnt,

5

Polya'® hal ilese belden Aspekie - nun 'wieder aul
Aen Mathematikunianicht bezcgen - als “feitige Ma-
thematik” und "Mathematik Im Werden® bezeichnet.
£r schreibt dazu: "In der Tal hal die Mathermalik zwei

Aspekle, sle ist die sirenge Wissenschafl Eukiids,
aber sla ist auch stwas anderes. Nach Eukiid darge-
staill, erscheint die Mathematik als eine systemati-
sche deduklive Wissenschail; aber die Maihemalik
im Enlstehen arscheint als sxperimenteile, induklive
Wissenschail. Beide Aspekle sind 50 ail wie die Ma-
themalik seibsl.” Clasen belden Gasichispunkien der
Mathematik schreibt ar auch verschiedene Arien des
Schlisens zu. Cie SchiuBweise der ferligen Malhe-
nalik nernt 20 Jdeduklivas cder damonstratives
Schilefen, Jie SchiuBweise dar \Mathamatik im Wer-
<en plausibles oder Induktivaes Schiiadan,

Auch W, Freudenthal zetzt sich mit Zlesen bekien
Aspektan auszinander® urd halt der Maxime -er
Comeniusschon Cidaktik<! "Am besten ‘zhit inan 2lne
Tatigkell, indem man sle yorlihr® zinen Salz mil Ak-
teniverschiebung apigegen: "Am beslen lemt man 2i-
a8 TMligkail, indem man sie ausfhr.*

Als Kontrast zur fertigen Mathematik schldgl Freu-
denthal die “athemalik in stalu nascendl vor, wobel
or forder, 4aB s »2in achtes Entstehen, kein stilisier
105 sein solle. Die Schiller solien dia dMathamalik von
neuvem afindon, 3sozusagen “pacherfinden®, Der
Lemprozald soll Parioden gerichtater Edindung 2in-
schlieBan, ‘Mas rwar objekliv ksina Edindung i,
kxann es sehr wohl aus der Parspeklive des Lamenden
sein. Ahntiche Positlonen verreien auch M. ‘Wagen-
schein?2, A, Willenberg? oder H. Winter?4,

Solche Argumente gelten nailitich auch fir das Eder-
nen von Dewelsidhigkeiten, Mun ist das Finden von
Deweisen zwar zine anspruchsvolle Taligkeil, dis
Zroativitat und Hleanreichtum orfordert, fir cle es
kaum Regain gibl, 2u denen {adoch Hillen angeboten
wearden ktneen, Die mit dem Finden von 3eweisen
varbundeng eistige Tiigkeit 51 2ng mit Preblemtd.
sei und heudstischem Denken<d veroundsn, sodaid
RET ,:ch sewissar haunstischer Slrategian cedienan
ALBURROLE nm aan, jood hoterchief, o resl Goos
Laf ean, J SEridangingg,
Ga ey Ak nopihar “3-"~f!,
‘i d ‘n ”'«;zh»ﬂw a( i

5

Sade  ALLCEMERE MELEISTISS
A TIHDEN YON DENEINEN

ERI .muw:ssswemr Yorscinag Vi des sigaaens

Slega 2 Propiomidnen, dar slch auch gl 1as Fine

Sanp wvon dawelson anvonden At damemt ven Po-

iyadd, T amptiabit ame Zadegung wes Problamidsans

n vl Phasan:

o C7orstehen Jer Anigabe (Auigatenanalyte)

= Ausdenkan eines Planas

- Ausidhren Jdes Planes

- Rickschau,

Olets yiar Phasen werden von ihm noech dataillier

untergliedert Zeschrisben und kOGnnen beinaha ais
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“Anleilung zum Problemidsen® verslanden werden,
Sezieht sich ein Heurismus aul solche Problemidse-
aulgaben, die die Ersieliung eines Bewelses zu einem
gegebenen Satz zum Gegenstand haben, so spricht
man von ainem "Heurismus zum Beweisen”. Heuris-
men zum Beweisan wurden auch von W. Walsch?/,
K. Relchhold/W. Steinhofi?8 und E.F. Danllowa®® aul-
gestelll,

Yon Polya wurden auch noch weilere allgameine hau-
jislische Stralagien vorgaeschlagen, die das Findon
son Beweisan unlerstilzen XOnnen. Sie sollen an-
hand von Beisolelen vorgastelit werden,

3.3.1. Spezialisieren

e yezlelle Untersuchung von Spezialfalien oder der
Vergielch verschledener Spezialfdlle kann das Ldsen
von Problemen adeichiern und einen Hinweis {Ur eine
aligemeine Beweissiralegis lisfem.

Beisplel0;

Gegeben sel ein gleichseiliges Dreleck. Man zeige,
da@ die Summa der Abstande von den Drelecksseiten
iur belieblge Punkle !m [nneren oder am Rand des
Drelecks {mmer gleich isl.

1. Spezialtall: P ¥rd aul zinem Eckpunkl des Drei-
2cks angenommen (2lwa auf C). Dann ist die Summe
der Absidnde gleich der Hohe h. Damit wird die Ver-
mulung gewonnen, dad die Summe stels gleich der
Oreieckshohe h ist.

/

. L .

2. Seazhaifail: 2 dGegt sul alner Seite Jes Orelecks, -
i add iy der sdchsten Aooikdung. Jiabt man i dias

am il urch den Funid P osine Parallels zur Seils
\U 0 mkapal man, daid diz Summe dar Lingen der
Stracken PE und PG gizich der Lange der Slracka OF
Liwd ol gleinh der viohe dist.

/N

Allgemeiner Fall: P liegt Im Inneren oder auf dem
Rand des Oralecks, Zieht man durch P eine Parallele
2ur Seile AC, so kann dieser Fall auf den 2,.Spezialfali
zurlckgelihit werden (P liegt aul der Seile A'C’ des

gleichseitigen Orelecks A'BC). Da also PE +PF

gleich der Hohe des Dreiecks A'BC' ist, ist PE + PG
gleich der Hohe des Drelecks ABC

Car 1.Spezisliall stelt 2ainen sxtramen Spezialfall
dar, der 2.Spezialfall einen fUhrenden Spezialfall (ar
fishd unmiltelbar auf die ailgemeine LOsung). Eine
starke Aussagekraft kdnnan auch reprisentative
Spazlialfille haben. Aul diese werde ich unter dem
Kapilel “Dalspielgebundenes Beweisen® noch sus-
{ithrticher eingehen.

Auch der anlgegengeselzte Vorgang zum Spezialisie-
ren, das Generalisleren kann dazu beitragen, Pro-
tlemldseprozessa zu edlelchiam, indem das Problem
{iberschaubarar wird. in den Slufen des Edermnens von
Beweis(ahigkeiten kommt dleser Fall jedoch wegen
der meisl noch fehlenden Abstraktions(ahigkeilen
sehr sellen vor.

3.3.2. Analogisisren

Die Odentierung an einem Herells gelostan analogen
Problem kann das Losen 2lnas Protiems adelchlem,
Soll man atwa tel den Oiffarentiationsrageln [ir raells
Fenkilnnen da Quotianteeesgel Laweisan, 30 Xare 2%
pedzheh sat cloh am Sayais o Produddesqel 2y o
antiaren, Cnischeidends Sohuitte ielm 2gwels «lor
Produkiragel sind:

K909 - 1{rdalal
A

- ”‘»9

Y
1 090() - l(xn}g(x)x* L’gx 206X) - 1x2a(x) |

. &)_Salq(x) . au_mg,(, R

Da aufgrund entsprechender Voraussetzungen
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lim 1(.’!})‘_%!;(5&, rixy) und fim 91’-‘;—-:—3’@- g'lx)

—Xy ° XX,
sowle iim g(x) = g(x.)

X-»X,
argitt sich nach den Limilenregain
1(x) -
(arixy = im L0000 L iy g0y 4
‘o %

ey

Fir don Bewsls der Quotientenregel kann hun 2ine
analoge Umliormung wie tel der Produkiregel (7) ren
Beweis armdglichen:

) Hx)  Hxglx,) - ((xa(x)
M_ﬁlﬂ&_

- X, X Xg
1(x)a(%a) - f{x3alx) ¢ ((xJa(x,) - f{xq(x)
. g(3g(x) .
X=Xy

() - 50x)
’J(X)Q(X,,) ( X Ao (%) - s % !(xo))

Da wieder aufgrund entsprechender Yoraussetzung

im 109 - 10xs) r(x) und lim ﬂﬂ);ﬂ‘(ﬂ,g.(w
x-x, X770 x-x, X%

sovie M o) 2 5{x)
Py

20gitt sich nach dan Limitencegeln

) Ix) fx)
Voo a0 X _".fmw HEMEC]
} (v‘ﬂ)" {‘:1, K-y tx}};

Apsloaien tliepen ailandings sach o Jriitaann e
roin, 30 hdnate ran 2w in Aaaiogle o & BB
gab o ) 20 vyt saamnten, el Ta) o« T

3;'2 3. Wersdits- and Qekwdrisackaltan
senben yanarteila Jewasls O e ;‘-’n:duk!w;-?l
wd Chileharwdiza won Ipks sach crends g \s;m
wid dar Gowels such i dieser idaitanlolge durnii -
’i;i'n 2 cpeicnd han ven alrem "imwiﬂdmrt:«aﬂ-,
Cing vichitge Uisfonmueg dat dabed Ha Sucinkiicg
v anschliedande Additon das Ausdnickes a0,
2ine Vorgaigsweics, auf die in ungaibtler Probilam-
*Ysar kaum selbstAndig sioit, 32im Rlckwirtsarhai-
1an wird dlese Umformung doch in 2inem wesentlich
gréBaran Made naheqgelegt,

"-s —v
/ hé»é po--

Geht man namlich von der zu bewelsen Aussage aus:

(FgY(x,) = F(x,0(x,) * 1(x,)0'(x,)
und berdcksichligt die Yorausselzungen
{(x) - 1(x.) e 200 -a(x)
im xx.x: s{'(x,,) und im XX-X‘ -g(x‘)
XX, X=X,
sowle M g(x) = g(x)
X=Xy

50 emyitd sich, dad Lﬂm .LL_KM g(x)
-3,

() - §
Grenzwart von (x X
nder von —(—HX‘L {x)

soin kann und auBerdem  f{x))- (;lm qgl'—&f’—‘ol

Grenzwert von [(x )" gu——%f—“')-

oder von ((x)-gﬁ?(%gu sein kann.
L

Vemlélchl man aun dle  Ausgangssituation
fx xx-.llo mit den “Rlckwarsschlilssan® aus

der zu bewelsenden Aussage, so etkennl man, dal
die beiden Ausdriicke

- 1te) JECEG

sind, woraus dann unmilteibar me ;1o!wendiga Lo
{arenung aesichilich ist,

9x) uad f{x w wihien

-

XTI {1y R JEETHV L W) T Vitwedidee ok
«Ms.m‘wan stfeigraieh varmmdal, 1w agined g
nn “orassaetzuogean urd I2inat In Jteitunng Dar o

swpisaulan f:ma.:g..imsq, Tivenan solna deiiiiynda
<wqu EEPLST &7 QERNE AR T SN S Ay HEATE] IR B N -"w 4l
~aweiserden Dehanptue q vy \.M s, 1S vakntan

Anssagan avn e Clahanginng oo anpa, i

Gaza wiasa ol man, als Licks .u‘f}iu‘&‘m 7l

e felarden Sraphiken 2oiden da TiCqicorkadan
Loty Morwdrls- Jv:d Rckwdnsatatan daedoriang

“forvdosaibaten o>

/z'm\
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Alckwirtzsarbeilen =

Cee, R A'u\ N > A ™
Y P J s SR - >~~?p— ==
Y2 o Ll o dE
/ Ed :'f/

Yoarairis- Alckwinrsarteilan o =
€ a *

; .
e e e Q o~
\.‘) TN /? /

Gahe PIESVEISEM T VORCEQEAENE!
ARGUMENTATIONS3ASES
Zing wienla Yaorausselzung e Elnsichlen in Se-
walsyargiage an Mathemalinunterdcht ist das An-
¥afipfen an e Argumantationsvorausselzungen der
Schillar. Will man eine Aussage A durch SchlieQen
tegriinden, is! a3 im aligemeinen holwendig, dafl
Aussagen B, ©, ... vorllegen, die als sichlig angese-
e waerdan und nus denen aul die Richtigkeil von A
geschiossen wardan kann. Eine Menge von Aussa-
gan, Jdie als tohlig angesehen ‘werden, soll zusam-
men mil den SchiuBweisen, dle als zuldsslg aner-
xannt wardan, als Argumentationsbasis bezeichnel
werden, £ine Begriindung aufgrund siner vorgegebe-
nen Argumentationsbasis soll als eln Bewels bezi
sich diaser Acgumentationsbasis bezeichnet werden 3!
In vielen Unterrdchissiluationen !st tel Argumentati-
onsauigaben die Argumentationsbasis nichl expiizit,
nur unbowult, unvolistandig oder unprlizise vorgege-
ben. Solche Flile treten vor allem bel Beweisen aul
dem Niveau siner lokal geondneten Theorie auf. Soll
jrdoch 2in Bawoais bel dar Vemmittlung als solcher an-
aranmt werden, 50 mdssen alle an der Kommunika-
tlon Odeteiiigten Pearsonen anndhemd gleiche Argu-
mentationsbasis veravenden. Oies it in der Schuisi-
luation Sel Lehrem und Schilem im aligemeinen
aicht . Folgerungen dieses Umstandes sind hdulig,
<ol Adgumentationen nicht verstanden werden, ande-
Carsens w?\or ach, dall Jaweislilcken aicht avkannt
waerian MG as noch newiesea werden? Das ol
woh ,ni"‘. Als Muorausselzing zum Sesseren Ve
milteln yon Dowaisen kara daber bl Lehremy und
Sefvhern Jas Slraben aach 2ler guraipsamen Al
Farentaiontoasis gasehen wverden, 2abal sofllen
sor Wem 50y Laheee varsachen, <ia von Jan Schulemn
varvandaien Amumentationshasan 'mmer pusser Lu
skancon, um e gigencn Cesser versldndtlich ma.
chaa 24 kdnnan,

tm Inlganden Selepial soll gezeigt wamden, wie ver-
schindanat’y Argumuntationsbasen e dieselte Aufs
atensteiiung sein kdnnan:

AT Tg-30 o«

Jaqriinde: g;m(z +1\ =3

-4

Degrilndungsmaogh chkef en mil unlerschiedlichen A:-
qumentationsbasen:

v % X
{1) Wenn x -» 4, dann 3= 2 urd 2% {-»3

X -» 4 <0il hier bodeulan: x nahm sich unbegrenz!
gder Zabl 4

Sia A mfr*nnmth\nwa;,l ikdat Mar ain Intuiliver,
Moil prdzisianar Sogddld s Tyabegignitan M-
nams”,

2) Curely gurdeglibran auf dis Saka:

fimuea

-

dmxf{x) = k. ism 1(.1)

-8

Sm(1(x)) = ( fm f(x)) +c,
n-o8 n-58
dia dann auch die Argumentationsbasis bilden.

{3) Begriindung anhand der untensiehenden Zeich-
nung:

Zu Jedem ¢ > 0 gitd o5 eln § > 0, sodaB gill:
{x-41<8= [1(x)-3l<se

Cie Argumentationsbasis bildel eine enispre-
chende Grenzweridefinition und die der Anschau-
ung antnommene Annahme, dag es zu jedam be-
liebigen e 2in entsprechendes b gibl, das die obige
Jedingung erfGilt,

{ 14
e t.3) o 15, 23«,1xw.4i<

6 gewdhit 'wind, Ist fie Bedingung in

AT

Falls aico b
(3) =il
Die  Aggumantationsbasis  enthall  neben  dar
Srenawerldalinition auch noch Rechangasalze.

5} 1 isk sing lnears Funklion. Uneare Funkiionen sind

In R stalig.

; X -
*.'.'.'2(':’”) 3

&s gilt aiso: lim{(x)=1((a) und daher
1
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Jede der finf sngegebenen Segriindungen entsprichl
der Aufgabenstellung. In  Unlemichissiluationen
xommil es nun haufig vor, dad sine Begrindung In ai~
aer bestimmien Form aifolgen soil. In diesem Fall soil
den Schilem die Argumentationsbasis vorgegeben
‘verden, alwa durch sine Formullerung wie "Begrinde
unter Verwendung von Salzen iber Grenzwerta® oder
“Segrinde durch Veranschaulichung der Grenzwer-
dafinition®, Eine derarlige Angabe der Argumentali-
snsbasis Xann entfallen, ‘wenn den Schilem die Ar-
gumentationsbasis aufgrund der unmilteibar vorange-
jangenen Unlerrichissituation xlar ist.

3.5. BEISPIELGEBUNDENES SEWEISEN

3.5.1. Zum Begriff "Beispielgebundenes

Bewelsen”

Auf Seite 8 wurde ain Zusammenhang zwischen dem
ggT und dem kgV zweler natldicher Zahlen auf ol-
nem konkreten Niveau einer lokal geordneten Theorie
bewiesen. Uber den mathematischen und didakti-
schen Wert diese At des Beweisens, die man als
Qeisplelgebundenes Bewelisen® bezeichnen kann, hal
in den lelzten Jahren eine intensive didaklische Dis-
xussion singesetzt. Beilrage zu diesem Problemkreis
findet man In der Uiteratur - zum Tail auch in einem
alwas varlerten Verstandnis - auch unter den Begril-
{en “prilormales Beweisen“32, “pramathemalisches
Bewelsen"33, "konkreles Bewelsen 34, "paradigmati-
sches Beweisen™33 oder "Bewsisen anhand seprasen-
tativer Spezialfalie™s,

Beispielgebundenes Beweisen grindet in konkrelen
Handlungen (Cearatioren Im Clane von J. Plaget?),
dia xorroklen, veraligemeinerbarsn malhemalischen
Argumenien 2ntsprechen, dis i.a. in theer psycholo-
aisch natUrlichen Ondnung aufelnandericigen {also
plichl von hinten aulgezduml sind, wie 2s bel vielen
isrmaten Bewsisan qeschichl). i Avgumente telbst
~odien varailgomalnerhar sein, Auderdum Coll 1S Ge-
Crahitg Laispiel dina allgameing Segritadungsstiatents

carnidlaln,

“mispiclgebundens Soweiza sind Jawaise, abar N
Cwsnederar A dargestelil vid sind st i veeveon.
LI TR M
aresidnglichen Sagitndungan, T O sliadae;
1w axnarmentellan Veilfikatlonen;
- o tanschadiichan” Negrtndungan,
- nveiistandigaer ieduklion hach Vanlidon aleiger
Tonded g,

2% Srkeenan dioser Untevschieda, vor allsm das -
srazan von Jer "Lavelistindgen toduktion®, cacint
i alne Janz wezeniliche “Jorautsatzung {ir iren
.nwioigreichen Elnsalz dieser Sawaisait m rchulischen
Lernproze® tu sein. Olese Abgranzung scheint mir
AMardings durch don Umstand arschwed, dald aichl
anige Gymnaslalabsolventen Usfgraifende Protie-

me bel der Abgrenzung elner "Uavollstandigen Induk-
tion" cder ainer partiellen experimentelien Verifikalion
von einem Dawels haben. Ja sogar bei praklizieren-
den Mathematiklehrem wurden solche Defizite bei
grundlegenden Einsichten in Denkweisen dar Mathe-
imalik beobachtel, Die Existenz solcher Schyierigkel-
ten wird auch durch aigene Becbachlungen an Lahr-
amiskandidaten 0r das Mathematiklehramt an
Haupischulen, aber auch an Mathemalikiehrermn mit
schon qrdQerer Unlerrichiserfahrung, bestatigl. Auch
KIRSCH A.>8 weisl anhand eines Vergleiches rweler
*Haweise” (eines Unmogiichkeitsbeweises sowie el-
aas Doweisas =inas Scnderfailes des Pyihagordi-
schen Lahrsalzes) auf diase Probleme hin. lch moch-
1e daher aul diese {ir Lemprozesse besonders geeig-
nele Vardanle des Bewelsens elwas niher eingehen,

3.5.2, Beispiele zur Tellbarkeitsrelation

nN

3.5.2.1. Das Transilivgesetz

Deispielgebundenes Beweisen auf den folgenden Re-
prasentationsebenen:

a) lkonische Reprasentationsebene

b Symbolischs Reprisentationsebens

c) Bewels mil Varablennutzung

Es soll anhand des Beisplels: 3|6 und 818 = 3|18
die Giltigkeit des Transitivgeselzes {ur aile natldich-
en Zahlen erkannl werden,

Dabel ist - wie bel vielen anderen beispielgebundenen
Sawelsen - aul eine saubere Vorgangsweise zu ach-
ten, um Varwechslungen zu vermelden, auf die be-
reils frihar hingewiesen wurde. einesfalls dad der
Zindruck entstehen, dad die Gilitigkait aines Gasel-
198 aus der Giltigkeil sines konkrzien Beisplels gs-
1clgad werden darf. Dieser Zindruck kann sogar noch
seentdrkt verden, wann man anch ainige weitare Sai-
st snsebtiedt, wbvar "agrlnda il sar alisige.
vabitan Dalspiztan vie Sdtighad Jas Towndivpeset

e e aatdidiche Jabani”

Sopvpleljebundance Qaweis aul Jug
Sealsaaan Tiscthantatinasabane

e Aelation 318 wind Lilchall damagtalit hach sechs
Dolekle Puckie, Lugeing, cle cich a Cael Sripran
a0y deob Obleiden sotadaden Dusien, 09N iain
ARl bt bt

Apatog wid dla Slgenschat 3§24 bikihad Jurch 24
Obiokte damgastaiil, dia sich rastios In Tuleangen 21
8 3 Objekien unladteilen i3ssen,
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Aus der folgenden bildhaften Darstellung kann man
nun arkannen, daB damit 3 oin Teiler von 24 sein
mul,

3.5.2.1.2. Baispielgebundener Baweis aufl der

symbolischen Reprisentationssbane

Ein belsplelgebundener Bewels aul der symbolischen
Reprasentationsebene soll am gleichen Beisplel de-
monstried werden: 3|8 und 6] 18 = 3118
3|8 heiBl, daB es eine nalOrliche Zahl n gidl,
sodal 6 = 3-n.
In unserem Fall ist n=2, soda® also 6 = 3-2.

3]24  heiBt, daB es szine nallriche Zahl n gibi,
sodall 24 = é-n.
in diesem Fall Ist nun n=4, sodal also
24 = 64,

Aus 24 = 8-4
foigt nun 24 = (3-2)4

= 3-(2-4)
daher gilt: 3] 24.

Clecar dalsplelgebundene Bevels entspricht in Cer
Abloige der Argumentaticnsschritle genau dem oben
vomestaliten beisplelgabundenen Bewaeis auf der ikxo-
sischen Reprasentalionsebene, Einzig die Darstel-
tungsform hal sich geandent.

1.5.0.1.3. Bewais mit Vadablennutzung
selan a, b und ¢ natlidiche Zahlen:
aeh.: albunddle => ale

Sewels:
1{d vadeutat, dald 2s 2ine natddiche Zahi ¢ Gitd
mith = ar,

nie ~edautel, dad os 2ine nalliche Zahl 3 gitd

mil ¢ = b,

Aus s sbrs

folgl nun c ={a1)s
z 3-(r-s)

daher gilt: alc.

3.5.2.4.4. Bamerkungen xu diasen Belspielen
Der Bewels mit Varablennutzung 2ntspricht weder-

um In der Beweisstruklur genau dar Beweisfihrung
aul der symbolischen Raprasentalionsebens. Man
wannte die drel Beweise im Sinne STEINS® im Ex-
plizitheitsgrad auf der E£bene einer lokal geordneten
Theorle und Im Abstraklionsgrad in der oben ange-
{ihrlen Reihenfolge vom konkreten zum abstiraklen
Miveau hin zunehmend ansledeln.
Cle logischen SchiuBweisen sind in allen drel Bewel-
sen gleich. Del genauerem Belrachten ergeben sich
jedoch Unterschiede in der Formulierung des Salzes:
3) 3l6und6|18 = 3|18
Die Sprech- (und Cenk)weise kdnnta hier lauten:
*3 15t Teller von 6 und 8 ist Teiler von 18, daher Ist
3 ain Taller von 18.7
b) slbundblc = ale
in der aligemeinen Formulierung Ist jedoch die
obige Sprechweise nicht mehr sinavoll. Die Dis-
krepanz zeigl sich starker, wenn man den Salz el-
was praziser formuliert:
Fiir alle natidichen Zahlen a, b, ¢ gilt
albundblc = alc
Durch die Verwendung des Aliquantors wird die
Formulierung des Salzes und damil auch seine
logische Struktur {ir Schler l.a. schwieriger, mds-
sen sie doch die "Wenn ... dann® - Beziehung erst
erkennen und verstehen; “Nenn a ein Teiler von b
und b ein Teiler von ¢ ist, dann ist a ein Teiler
von c.”

3.5.2,.2. Die Summenregel

Nach den einducksvollen Bewelsen der Transitivitat
der Tellbarkeitsrelation In N sollen nun weitere Bel-
spiele {Ur telsplelgebundenes Beweisen behandall
werden,

So 1381 sich auch die Summenregel:
vabceN:albundale = al(br)

aul den drel vorhin besprochenan Reprdsentalions-
etenen begitnden,

2.5.2.2.1. Beisplelgebundener Bewels auf der

ikonischen Reprisantationsebana
Demonstration anhand des 3elsplels
3{8und 3|12 = 3|18

1|18und3]12  daher

Cie Visualisierung der Bewelsstruklur Isl bler 50 aln-
drucksvoll, dad sich der Salz “ich sehe esi” unmittel-
bar aufdridngt,

38
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1.5.2.2.2. Baisplelgabundaner Bewels auf dar
symbolischen Rsprisentationsebene

Zin beisplelgabundener Bewels aul der symbolischen
Reprasentationsebene soll wleder am gleichen 8ei-
cplel gezelgt werden: 3 [8 und 3|12 = 3{18
als bedeutel, dal as aine nalGrdiche Zahi n gitk,
sodall § = 3-n.
In unserem Fall ist n=2, sodal also 8 = 3-2,

1112 heittt, 4aB o5 sine nattifiche Zahl a gitk,
sodaid 12 = 30,
In diesem Fall Ist nun n=4, s0dal also

122 34,

Aus 18=8+12

folgt nun 18 % (3-2) + (3-4)
= 3.(2 + 4)
=38

daher gilt: 3] 18.

Diaser belspleigebundene Bewels antspricht In der
Ablolge der Argumentationsschritte wiederum genau
dem sben vorgasleliten beispielgebundenen Beweis
aul der tkonischen Reprdsentationsebene,

3.5.2.2.3. Bewaels mit Yarlablennutzung

Selen a, b und ¢ natidiche Zahlen:
Beh.:albundalc = af+e),

Dawels:
alb bedeutet, da es eine nallriche Zahi r gibt
At D= aer,

als bedeutal, dal as 2ina natiricha Zahi s 5ibt
mit ¢ = 35,

Ay hE RS ENEE T
Talgl nun Do salrr )
fahar il ) ? v,

LE2.LE Demaviunaen zar Summeng el

Analeg our Curastaneegal A sh soch dla e
conzeegal il ian el Jepeisaitalionsaivenus 2ok
Lang

S0, 58 dmithea aivaais s alme

MNacenbal sel bemarkd, dad cdch aul dam konlschen
’ aprasantationsaiveau w, U, Yeonmelungen chter

steilan fassen ais auwl 2dpsm absicakdaren Jveauy,
,.es wai i afnam Saiselel gezsigl

Saien 3,0,6 2 Nmit ~{alb) A ~{afc).
15l dle Sumine (b+c) durch a tollbar?

M folgenden ikonischen Darstellungen heschrolhen
owel Fille, die 2ine Antworl aul die Frage armdgli-

Fail 1 Fall 2

? s v e el
LN

IR
fo s o »)
<.l.¢'

,.
L‘ 'R
i S
TS
e ve s e
» o
(:_noo-!
B

HCRRCIONO)

CICN0K)

!000-.
L
Goees

fo w @ o wi

...,.___,
(& & & 0 v
B e
oy
, S—

fa v o o o}

Anband der ikonischan Carsteilung kann 3uch im ail-
sameinen wasanllich leichler sine Aniworl daraufl ye-
geten warden, unler -veichen Voraussatzurgaen idle
Summae {b+c) durch a iciibar isl, als wenn diese El-
genschaflen durch (im wesentlichen ungesieueries)
Probisren mil Zahlen untessuchl wird,

Analog 138t sich auch die Behauptung unlersuchen:
vabeceN alba~(alc) = —(alpb*r).

3.8.2.3. Eilne Produktragel

Solzt man in dle allgemeine Produkiregai

v abcde N:albacld=> aclbd

{Ur c den Wert 1 ein, so erh3lt man sinen Spezialfail
Zar allgemainaren Produktregel:

¥ abne N:alb = ajnb

Cleser Sonderfall Ist (iir viela Tailbarkeitsbalrachtun-
gen von grofler Bedeulung und 1381 sich aul den oben
vemgasieiilen drel Reprdseniationsniveaus besonders
sinsichilg begrinden. Oles sl 2m Belsplel 3{8 =»
3148 gazelgl warden.

56,2401 Delsplalgabundaener Jawals aul Hdar
Toniseiian Saprisensatiyisibans

tail T
Vaifa 3 ]

£} BN
SIN “gw o
ARl N °j !

a

Lidodode  aispistagabuprdanar Tmvals sl e
sypabolischan aprisentalinaiaiana
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1.5.2.3.3.

Selen a,b,n ¢« N:

Beh.:alb=> alabd

Bewsis:

alb bedeutal, daB es cine nallriche Zahl r gitd
mil b= a-r,

Bswais mit Vadablennutzung

Nun glit:
ab = n(a-) = (n-a)r = (an)r = 3-(nr) = alnb

3.5.2.3.4

Van “ar oben vorgestaliten degriindung aul dor sym-
boliscian Repvasanialionsebens wilra auch noch aina
Variania denkbar, irdem man die Produkiregel auf
die yorher bewiesene Summenregel zurilckihd:

316 »> 3|(6+8+8+6) = 3|48

Dadurch kann eina sehr arwiinschle Verzahnung zwi-

schen diesan belden Regeln emeicht werden. Auler-

dem wird hier ein zeniraler Beweisgedanke der Ma-
shamalik arsichtiich, der typisch fUr viele Vorglinge in

Jar Mathamalik Ist, namlich das Rickithran siner ho-

haren Rechenait auf sine elnfachere. Diese Rilcklih-

fuing ist aber auch aus lernpsychologischer Sicht sehr
emplehienswed, da sle pach AUSUBEL/NOVAK/

(JANESIAN® als “"Organisationshilfe® verslanden

werden kann, um die proaktive Fordemung des Ler-

nens ru erhdhen. AUSUBEL/NOVAK/ HANESIAN
bagronden solcha Organisationshilfen mil foigenden

Punklen:

1. Ist as wichlig, relevante und auch elablierte Ideen
bereils in der kognitiven Struklur zur Verfdgung zu
haben, um logisch sinnvolle neue Ideen polentiell
shanvoll zu machen urd thnan sine stabile Veraa-
kerung zu geben,

2. i as anisprechende Vorteile, aligemeins und
usmiassendere ldeen einer Disziplin als verankemn-
e oder subsumierende !dee zu bonulzen (wegen
dar Elgoung und Spezialisierung ihrar Relevanz,
inrer groderan iddventen Stabilitdl, ihres qgrdleren
Trdaningsvermdgaes aad ihree integraliven Ka-
RAazHAn,

3. wersuchan Omganisationshiifen seibsl, dan beraits
n der kegaitiven Struklur vorhandenen inialt zu
tdentifizioran and zelgen sanibarbinaus dig uoia-
vany «igtes lnhads und e slgens Relavanz fir
Jen vausn Lamsiolf an,

Jamerkungen zu dlesar Produkiragal:

3.5.2.4, Eins Quarsummanragel

“iancha Reqgaln 10r dia schnelle Ubarprllung der Tail-
narksit ciner aatddichen Zahl a durch aine acdera na-
Aticha Jui b hatlon friher elne gowisse Uedeulung.
Man danke atwa n Quersummenregel (Gr die Teil
Larkeil siner nalldichan Zahl durch 9 und deran Ein-
salz xu Konlrolle  von  Rechenergebnissen
{Neunerprobe), Solche Priifverfahren haben heuts In
dar *AMtagsmathematik” durch den Elnsalz elek!roni-
schar Rachengerile rwvar an Bedeutung veroren,

werden aber weiterhin auch In der Computertechno-
logle - atwa zur Uberpriifung von Codes - verwendel.

Filr dia Schule blelet sich dla Behandlung der Quer-
summenregel vor allem wegen ihrer didaklisch auBer-
ordenllich werlvollen Moglichkeilen der Bawaeislih-
ung an.

1.6.2.4.4.  Jawsls der Quarsummaenregal
{Tallbarkeit durch 9) auf der

symbolischsn Reprisantationsebena.
Delspielgabundenar 2ewels anhand der Zahl 58234;

56284 =

= 510000 + 3-10600 + 2-100 + 3-10 + 4

= 5:(9999+1) ¢ 6-(999+1) + 2:(59+1) + 8:(9+1) + 4

# (50999 + 8:909+ 299+ 89)+(5+6+2+8+4)
=9:(5 1111 + 6111 + 2:11 + 8-1) +

+f(5+6+2+8+4)

Oar Ausdruck In ackiger Klammer ist durch 9 telibar.
Cie Zahl (in unserem Fall 58284) ist also genau dann
durch 9 ‘eilbar, wenn der eingerahmle Ausdruck
durch 9 teilbar ist. Oer gingerahimte Ausdruck isl je-
doch genauy die Quarsumma der Zahl 56284.

Aus der BewelslUhrung erkennt man, dad diese El-
genschafl auch arhallen blaibt, wenn man die Zahi
56284 durch eine andere erselzt, wodurch die Varia-
tiennulzung schon nahegelegl wird,

3.5.24.2. Bewels mit Variablennutzung
a) Bewels {ir [(nistellige nallriche Zahien:

abcde =

2 3-10000 + b-1000 + c-100 + 4-10 + »

= 3-(0999+1) 4 D-(999+1) + c-(09+1) + 4-(I+1) + 0
% {25999 + H200 + =9 +dQ)+{asbecrd+)
19 {a 1111 ¢+ D1l 1t + A1) #

rifarbecsds )

Dla wealtera Argumentation antspricht nenay Jener nif
Lar symbolischan feprhcentationselane,

) Bewels Jr sine beliekiga natdiche Zabl n:

ve S et = S aflio-i) £
0 =0 o

Mun qilt: 91 (101-1) Ve N {olnschiiaglich i=0) und
o (104

ga.-[(w‘q)] . 9-2_:,:,- p
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]
s Ist somit 3" u,-{(10" - 1)] durch 9 teitbar und os
Lo »

n
hangt genau vom Ausdruck )" a, (das Ist aber genau
-0

die Quersumime von n) ab,l ¢cb n durch 9 teilbar ist
oder nicht,

3.5, ZUR YERWENDUNG YON SILDERN N
BEWEISEN

in vielen 'm vorhergehenden Xapitel vomasteiltan
telspielgebundenan  Reweisen  wurdan  3ider
{Darsleliungen auf der :konischen Reprdsentations-
cbene) verwendel, dia sich siark auf die Anschauwung
stutzan, Isl der didaklische Werl des Einsalzes von
Bildern im Unterricht 1dr den Lemproze derzeil weils
gehend unbestrilien, 5o gibl es fiir den Einsalz im Ma-
thematikunterricht und speziell iir die Vemiltlung
von Bewaelsen doch einige Bedenken:

1. Visuelle Prozesse !m Unlerricht arfordemn l.a, al-
nen erheblich gr08aren organisalorischen und
zeillichen Aufwand,

2. a) Bider kOnnen trilgerisch sein und zu falschen
Vermulungen verieilen.
b) Eln einzelnes Bild oder sine Sequenz von Bil-
dem %ann nicht einen allgemein galligen Satz be.
weisen.

Den Einwinden Im Punkt 1 Xann man durch den Ein-
satz entsprechondar Miealen (wis ciwa Videolilinen,
Computergraphiken und 3hnlichen) begegnsn. Mil
diasen Medivn dirflen die Schulen in nichster Zeil
umiazsend ausgestatlel sein,

e dedenken im Punkl 2 sind sher grurdsdizilcher
Hiur und sollen 'm oigenden sidia yeiden,

Vil Anechauueg kana aan a oue dukilonan (il
A0 anvoitstindige) grisden, Staide Dewslze i
SO M Formalisimes der mathematischen Fache
Aaea. e sind anschatemgsirel wy fdien, L,
wu Demvelsends Thooram G min Cooisch ws g
cligd formutiofen Adomen herzulaiton uad as dad als
Saweisgrnd Alohl aul Flguran canviasan sverden, Y,
29598 Marhalleis von Ancehavumg ad Matimmalik
stoallardings nichl anmar 50 -jasahen yorden, Mach
VOLKERT™ Ramen var Apschanorg im Rahmen -lar
JahenatiX i hislorischan Rdckilick drel Funkiionea
A1 M

1. e akanntnisdagrindands Funkilon: sine ita-
hauplung ‘Mrd durch Appeil an die Anschauung
bewiesen (etwa der Mullstellensalz aus der rosilen
Analysls),

2. Jie arkenntnisbegrenzende Funkilon: nur dasje-
nige darf In die Mathematik aufgenommen wer-
Jden, das ain anschaulich sicheres Fundamant auf-
ruweisen hal,

3. die arkenntnisleitende Funktion: Anschauung
legt Vermulungen nahe, die man anschlieend
formal zu verilizieren hat.

Vor allem dle erslen zwel Punkle wurden Im lelzien
Jahrhundert slark arschilterd - iman denke nur an die
"pathslogischan® Funklicnen und Monster 'm Zusam-
manhang it der Sleligkeit und Ciffarenzierbarkeit
raaller Funklionen oder an Fragen dar Existenz sines
#13cheninhalts,

Ailendings kann man dem Argument *Ole Anschauung
‘st trlgerisch, sle hal zu falschen Vermulungen Anlag
jegeban® onigegenhallen, dal auch die Logik Fahler
iennl. So wia es sinen "Fehlschiug® Im Gegensalz
zum logischen Schlug gitl, muB man dann eben auch
zwischen “Fahlanschauung® und richtiger Anschauung
unlerschelden. Uberdies kann man versuchen, die
Anschauung so zu schulen, daB sie mit soichen pa-
thologischen Funkilonen urd Monstem umzugehen
'sml (“lorischreitende Anschauung”). Diesen Punkl
dirfle auch Benoit Mandelbrol 1982 mit dem folgen-
den Zital angesprochen haben;

"Aber das Wesenlliche liegt woanders. Man ersi-
chert uns, daB die Peanokurve nur durch logische
Analyse begreifbar sei und dail Anschauung und
Auge uns gelduschl hailten. Tatsachiich wirden
Jle Vertreler dieser ainhelligen Reaktionen besser
daran tun, thre Anschauung und lhre Augen zu
fibsn.”

Das Amgument “Anschauung st singuldr und Xann
“eshaib keine allgemeinean S5itze begrinden® var-
iennt den Charakler der Zzichenanschauung. 73k
chan overden immer axempiarisch genomman, Dia
deren aichl (e sich zeibsl, sondam Sie oine ROV E]
Gasse von Geganstindan,

243 Arpumends e wad jegen gle Anschaucng gedsn
wiririch oezell auch fie Dider ‘n dor Mathamatik,
S cten Bissatr von Diidam Yathamaikuntarschl,
el dn dareich das Pewelsons, schainl aaher
Caemanbileh, dad man dilday “dehtig seban® tunt, 4.
as atrachian von Tidem Jod zich ot il zin
Fomtstonlen vorbandaner ludarar SAackmale ioduziee
cn, Cavech odrda Aaschauung sul alne Tode Mare
rphahmeluniung Hagosancinid vanign®,

25 soillen ynlimear durch Vargleich wid Anaiyse von
Ardingungen Baziehungen ralschon ikonischen Oar.
Antlungan Jestgestelit werdan, Auf Jisse 'Melsae -wird
Anschauung zu ainer Zelchenhandiung il Schama-
aspekt™, Bilder werden 24 Handlungsprotokeilen.
DQurch diese Einbeziehung Jes Handlungs- und
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Schamaaspekles gehl dis Anschauung {ber cdie
Wahmehmung hinaus und verlert ihren singullren
Charakter. Das Bild und damit die Handlung missen
allerdings so beschallen sain, dal dleselbe Beobach-
tung unabhingig von gewissen GrdBen In der Figur
{eslgestelil werden kann, Cie Aligemelnglltigkeit or-
gitt sich dann aus der Durchithrbarkeil der Handlung
und nichl aus der Mdglichkeit der visuellen Darslel-
lung. Nur Jene Anschauung, die als Zeichenhandlung
mit Schemaaspek! inlerpretiert wird, verhindent Trug-
schllsse bzw. ermdoglicht imtumslreies Sehen, Als di-
daklische Konsequenz {lUr den Mathematikunlemricht
argibt sich daher, Kinder anzuleiten, daB sla Bilder In
diesem Sinne anschauen und nichl nur wahmehmen.

Als weilere Konsequenz, vor allem (0r Mathematik-
Didakiiker, argitt sich die Notwendigkeit, einfache
Darstellungen wie 2lwa die Bilder im vorhergehenden
Kapilel zu entwickeln, aber auch, solche Darstellup-
gen als Argumentalionen bzw, als Lisungen anzuer-
kennen.
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